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Conjuntos y relaciones entre conjuntos Conjuntos

Conjuntos

Definicién
Un conjunto es una coleccidn bien definida de objetos en la que el orden
es irrelevante. Dichos objetos pueden ser reales o conceptuales y se
llaman elementos o miembros del conjunto. Por su estructura, dentro de
un conjunto no se admiten repeticiones (todos sus miembros deben ser
distintos).
@ Definicién por extensién de un conjunto: Consiste en enumerar sus
elementos entre llaves.
Ejemplo: A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
@ item Definicién por comprensién de un conjunto: Mediante una
propiedad que lo caracterice.
Ejemplo: A={acZ|1<a<09}.

Definicion
El cardinal de un conjunto A es el nimero de elementos de Ay se representa

or LAJi )
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Conjuntos y relaciones entre conjuntos Conjuntos

Operaciones con conjuntos
Definicién
Algunos simbolos: V,3, €, &, C, Z,U,N, 0, =, <, ....
Definicién
Algunas propiedades de las operaciones con conjuntos:
i) ANB=BNAAUB = BV A (conmutativa),
i) (ANB)NC=ANn(Bnec),(AUB)UC =AU(BUC) (asociativa),
i) ANA= A, AUA = A (idempotente),
iv) AN(BUA)=A AU (BN A) = A (absorcién),
v) AN =0, AUl = A,

vi) (ANB)UC=(AuC)N(BUC), (AUB)NC=(AnC)u(Bn ()
(distributiva).
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Conjuntos y relaciones entre conjuntos Relaciones

Relaciones

Definicién

El producto cartesiano de dos conjuntos Ay B, A x B, es el conjunto de
pares ordenados de la forma (a,b) donde ac€ Ay be B: Ax B ={(a,b) |
a€ A be B}.

Definicién
Una relacion binaria R de un conjunto A en un conjunto B es un subconjunto
del producto cartesiano A x B.

@ Si (a,b) € R se dice que a estd relacionado con b (aRb).

@ Si(a,b) € R se dice que a no estd relacionado con b (a—Rb).

Definicién
Dados A = {a1,a2,...,am} y B = {b1,ba,..., by} conjuntos finitos no
vacios, y dada R relacién de A en B, llamamos matriz de la relacién R a la

matriz Mg € My dada por Mg = (mjj) donde mj; = { (1) 2: z{R[l)?jb :
AR
F
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Relaciones de equivalencia Relaciones de equivalencia

Relaciones de equivalencia

Definicion
Una relacién binaria R en un conjunto A es una relacién de A en A, es decir,
un subconjunto del producto cartesiano A x A.

Definicién
Una relacién R en un conjunto A es una relacién de equivalencia si y solo
si es:

o reflexiva: aRa, para todo a € A,

@ simétrica: aRb= bRa,

@ transitiva: aRby bRc = aRc.

Dada R relacién de equivalencia en A y dado a € A se llama clase de a al
conjunto [a] = {b € A| bRa}.

Cualquier elemento de [a] es un representante de la clase.

Se llama conjunto cociente de A respecto de R al conjunto formado por las
clases de equivalencia, esto es, A/R = {[a] | a € A}.
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Relaciones de equivalencia Relaciones de equivalencia

Ejemplos de relaciones de equivalencia

Ejemplos
i) Dado P conjunto de rectas del plano y rRs < r||s, R es relacién de
equivalencia y para toda r € P se tiene que [r] = {s € P | r||s}.

ii) Dado P conjunto de rectas del plano y rRs < rLs, R no es relacién
de equivalencia pues no es reflexiva ni transitiva.

1 1
iii) Dado R\{0} y aRb < a+ 5= b+ —, se tiene que

b
b=a
1 1 —b .
a+f:b—i—f<:>a—b:a & 0
a b ab 1
ab=1b=—.

a

Entonces R es relacidn de equivalencia y para todo a € R\ {0} se

. 1
tiene que [a] = {a, a}'
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Relaciones de equivalencia Relaciones de equivalencia

Propiedades de las relaciones de equivalencia

Propiedades

Dada R C A x A relacion de equivalencia, se tiene que:

a) [a] = [b] & aRb,

b) [a] # [b] < [a] N [b] = 0 (las clases son disjuntas).

Definicién

Una particién en un conjunto no vacio A es una familia de subconjuntos no
vacios y disjuntos dos a dos de A tales que su unién es A.

Teorema

Si R es una relacién de equivalencia en A, entonces el conjunto cociente
A/R es una particion de A.

Teorema

Si P = {A;}ic; es una particion de A, entonces existe una relacién de

equivalencia Rp en A tal que el conjunto cociente A/Rp = P.
MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 7 /52



Relaciones de orden Relaciones de orden

Relaciones de orden

Definicién

Una relacién R en un conjunto A es una relacién de orden si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva, donde R es antisimétrica si aRb + bRa=-a = b.
Un conjunto ordenado es un par (A, R), con R una relacién de orden en A.

Ejemplos
(N, <)y (N,|) (a|b < a divide a b) son conjuntos ordenados.

Definicién

Dada R relacién en A, se dice que dos elementos ay b de A son comparables
si aRb o bRa.

Se dice que R es un orden total si todo par de elementos de A son
comparables. Se dice entonces que (A, R) es un conjunto totalmente
ordenado. (Ejemplo: (N, <) es totalmente ordenado).

Se dice que R es un orden parcial si es una relacién de orden no total.

(Ejemplo: (N, |) es parcialmente ordenado).
MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 8 /52



Relaciones de orden Diagrama de Hasse de una relacién de orden

Diagrama de Hasse de una relacion de orden

El diagrama de Hasse de una relacién de orden en un conjunto finito es una
representacion de ésta, en la que si a # b verifican que a < b, entonces se
dibuja a por debajo de by se unen ay b por un segmento, suprimiendo los
segmentos que corresponden a la propiedad transitiva (sia < by b < c se
suprime el segmento correspondiente a a < ¢).

Ejemplo. Para Di5, Dy y D3 (D,, =divisores positivos de n) con la relacién
de divisibilidad (a < b < a divide a b) se tienen los siguientes diagramas
de Hasse:

20 30
15 4 10 10 I 4 15
3 5 2 5 2 3
1 1 1

Dis = {1,3,5,15} Dy, = {1,2,4,5,10,20} Dy, = {1,2,3,5,6,10, 15,30}

MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 9 /52



Relaciones de orden Ordenes en conjuntos producto

Ordenes en conjuntos producto

Sean (A, <) y (B, <’) conjuntos ordenados, se define
i) (a,b) <prop (c,d)siysolosia<cyb<'d,
azcya<c

ii) (a,b) <iex (c,d) siy solo si 6 :
a=cyb<'d

Proposicién
Sean (A, <) y (B,<’) conjuntos ordenados. Entonces (A x B,<prop) ¥
(A x B,<;Ex) son conjuntos ordenados.

Observacion

Los 6rdenes anteriores también se pueden definir en el producto de n
conjuntos ordenados.

MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 10 / 52



Relaciones de orden Elementos caracteristicos de conjuntos ordenados

Elementos caracteristicos de conjuntos ordenados

Sea (A, <) un conjunto ordenado y S un subconjunto no vacio de A. Se
dice que

i) ¢ € A es cota superior de S si x < ¢ para todo x € S,

ii) ¢ € A es cota inferior de S si ¢ < x para todo x € S,

iii) s € A es extremo superior o supremo de S si es cota superior y para
toda cota superior ¢ de S se tiene s < c,

iv) i € A es extremo inferior o infimo de S si es cota inferior y para toda
cota inferior ¢ de S se tiene ¢ < /.

v) m € S es maximo de Sn si x < m para todo x € S,

vi) m € S es minimo de Sn'si m < x para todo x € S,

vii) m € S es maximal de S si no existe x € S\ {m} tal que m < x,
viii) m € S es minimal de S si no existe x € S\ {m} tal que x < m,

Se dice que S estd acotado superiormente si existe ¢ € A cota superior de S.
Se dice que S estd acotado inferiormente si existe ¢ € A cota inferior de S.

Se dice que S estd acotado si estd acotado superiormente e inferiormente.
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Relaciones de orden Existencia y unicidad de elementos caracteristicos
Existencia y unicidad de elementos caracteristicos

Teorema

Sea S un subconjunto no vacio de un conjunto ordenado (A, <). Tanto el
maximo como el minimo de S, si existen, son tnicos.

Teorema

Sea S un subconjunto no vacio de un conjunto ordenado (A, <). Tanto el
supremo como el infimo de S, si existen, son tnicos.
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Relaciones de orden Existencia y unicidad de elementos caracteristicos
Existencia y unicidad de elementos caracteristicos

Teorema

Sea S un subconjunto finito no vacio de un conjunto ordenado (A, <).
Entonces S tiene al menos un elemento maximal y otro minimal.

Dem. Sea a; € S. Si no existe x € S\ {a1} tal que x < aj, entonces a;
seria minimal. En caso contrario existird ap € S\ {a1} tal que a» < a;. Si
no existe x € S\{a1, ax} tal que x < ay, entonces a; seria minimal. En caso
contrario existird a3 € S\ {a1, a2} tal que a3 < ap < a;. Continuando este
proceso obtendremos una familia {a1, a2, ..., ax} de elementos distintos de
S tales que ax < ak_q1 < --- < ap < a;. Finalmente, como el cardinal de S
es finito, en un nimero finito de pasos obtendremos un elemento minimal.

MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 13 / 52



Relaciones de orden Ordenacidn topoldgica

Ordenacién topolégica

Teorema

Dado un orden parcial en un conjunto finito A, existe un orden total que lo
contiene.

Dem. Sea a; un elemento minimal de A y consideremos el conjunto
ordenado (A \ {a1},<). Sea a2 un elemento minimal de (A\ {a1},<) y
definimos a; <’ a». Consideremos el conjunto ordenado (A\ {a1,a2},<) y
sea a3 un elemento minimal de (A\ {a1, a2}, <). Definimos a; <" ap <’ a3.
Como A es finito, si |A| = n después de n pasos tendremos los elementos
de A ordenados en la forma a; <" a, <' ... </ a,,.

Finalmente, el orden obtenido contiene al dado en el sentido de que si
a < b, entonces a <’ b. En efecto, si a; < aj, aj no puede ser minimal de
un conjunto que contenga a;, luego hemos de haber escogido a; antes que
aj. Por tanto / <.
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Relaciones de orden Isomorfismos de conjuntos ordenados

Isomorfismos de conjuntos ordenados

Definicion

Dados dos conjuntos ordenados (A, <)y (B,<’), ydada f : A— B, se
dice que f conserva el orden si f(a) <’ f(e) siempre que a < e. Diremos

que f es un isomorfismo de conjuntos ordenados si es biyectiva 'y fy f1
conservan el orden.

Proposicién

Sean (A, <) y (B, <) conjuntos ordenados y sea f : A— B un isomorfismo
de conjuntos ordenados. Entonces para todo S C A que admita supremo se

cumple que existe sup<, f(S) = f(sup< S). Andlogamente ocurre con los
infimos.
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Reticulos Primera definicion de reticulo

Primera definicion de reticulo

Un conjunto ordenado (R, <) es un reticulo si para cualesquiera a,b € R
existe sup{a, b} € R e inf{a, b} € R.
Ejemplos
i) (N,<)y (N,]) son reticulos,
ii) (Dp,|) es reticulo,
iii) (P(X), Q) es reticulo.

Observacion. Todo conjunto totalmente ordenado es un reticulo. El
reciproco no es cierto en general. Por otra parte, si (R, <) es un reticulo,
entonces (R, <~ 1) también lo es.

Propiedades. Sea (R, <) un reticulo y sean a, b, c,d € R. Entonces
sup{a, c} < sup{b,d}

inf{a, c} <inf{b,d} '

ii) a<b<sup{a, b} = b < inf{a, b} = a.

i)a§b,c§dz>{
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Reticulos Segunda definicién de reticulo

Segunda definicion de reticulo

La nocién de reticulo se puede definir también del modo siguiente.
Definicién

Un reticulo es una terna (R,V,A) donde R es un conjunto y A,V : R x
R — R son dos operaciones binarias internas con las siguientes propiedades:

i) aAa=a,aVa= a (idempotente),

i) aAb=bAa,aVb= bV a (conmutativa),
iii) (aAb)Ac=aA(bAc),(aVb)Vc=aV(bVc) (asociativa),
iv) aA(bVa)=a,aV(bAa)=a (absorcién).

Observacion
Si (R, V,A) es un reticulo se tiene que aAb=asiysolosiaVb=h.
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Reticulos Equivalencia de ambas definiciones de reticulo

Equivalencia de ambas definiciones de reticulo

Proposicién
Las dos definiciones de reticulo son equivalentes y se relacionan de la
siguiente manera:

a<bsavb=b&s anb=a

Dem. Si (R, <) es un reticulo definimos A,V : R Xx R— R como a A
b = inf{a,b} y aV b = sup{a, b}. Entonces Ay V verifican las cuatro
propiedades (idempotente, conmutativa, asociativa y absorcién) y a < b <
aVb=b&s aNb=a

Reciprocamente, si (R,V,A) es un reticulo, definimos a < b < aV b =
b< aAb=a. Es facil ver que < es una relacién de orden.
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Reticulos Ejemplos

Ejemplos

SARAer

Indicacién: Si en un conjunto ordenado existen dos elementos maximales o
dos minimales entonces ese conjunto ordenado no es un reticulo. Tampoco
lo es si existen dos puntos (necesariamente no comparables) sin cotas
superiores o inferiores o de tal forma que dentro del conjunto de cotas
superiores (o inferiores) existan dos elementos minimales (o dos elementos
maximales).
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Reticulos Subreticulos

Subreticulos

Sea (R, <) un reticulo. Se dice que un subconjunto no vacio A de R es un
subreticulo si (A, <) es un reticulo y para cualesquiera a, b € A se tiene que

sup{a, b} = sup{a, b} e inf{a, b} = inf{a, b}.
A R A R
Esto es equivalente a que para cualesquiera a, b € A se cumpla que

sup{a, b} € A e inf{a, b} € A.
R R

Ejemplos. Dados los reticulos siguientes

R A B

se tiene que B es subreticulo de A pero A no es subreticulo de R.
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Reticulos Definicion alternativa de subreticulo

Definicion alternativa de subreticulo

Sea (R, V,A) un reticulo y sea A un subconjunto no vacio de R. Entonces
(A, V', N') es un subreticulo de (R,V,A) si para cualesquiera a,b € A se
tiene que

aV/b=avbyaN b=aAb.

Haciendo un pequefio abuso de notacién, dado un reticulo (R, V,A) y dado
un subconjunto no vacio A de R, se tiene que (A, V,A) es un subreticulo
de (R,V,A) siy solo si

avVbeAyanbeA,

para cualesquiera a, b € A.

Ejemplo. (D, |) es un subreticulo de (N, |) para todo n € N.

Dem. Sean a, b € D,. Entonces supy{a, b} = mcm(a, b) € D,y por tanto
supp,{a, b} = supy{a, b}. Analogamente infp {a, b} = infy{a, b}.
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Reticulos Reticulos producto

Reticulos producto

Proposicion. Si (A,R) y (B, S) son reticulos, entonces (A x B, Rprop)
también lo es.

Proposicion. Si (A,R) y (B, S) son reticulos, entonces (A x B, R gx) es
reticulo si R es un orden total en A o si existe inf B y sup B.
Dem. Sean (a, b),(c,d) € Ax B. Si a = c, entonces

sup{(a.5).(2.4)} = (a.5up(b.d}) e inf {(a.b).(a.d)} = (a.inf(b.d}).

Riex

Sia# cyaRc, supg,, {(a,b),(c,d)} = (c,d) e infr . {(a,b),(c,d)} = (a, b).
Si a# cy cRa, supg, {(a,b),(c,d)} = (a,b) e infr{(a, b),(c,d)} = (c,d
Finalmente, si a y ¢ no son comparables, entonces

sup{(a, b), (¢c,d)} = (Sl,,lep{a, c},inf B) e ’i??;{(a, b),(c,d)} = (ir;f{a7 c},sup B)

Riex

~

siempre que existan inf B y sup B.

MATEMATICA DISCRETA | () Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informatica. UPM 22 / 52



Reticulos Homomorfismos de reticulos

Homomorfismos de reticulos

Sean (R, <)y (S, <’) reticulos. Se dice que una aplicacién f: R— S es
un homomorfismo de reticulos si para cualesquiera a, b € R se tiene que

f(sup{a, b}) = sup{f(a), f(b)} y f(inf{a, b}) = inf{f(a), f(b)}.
< < < <
Utilizando la otra definicién de reticulo se tiene la siguiente caracterizacién

equivalente de homomorfismo de reticulos.

Observacion

Sean (R,V,A)y (S,V',\') reticulos y sea f : R— S una aplicacién entre
ambos. Entonces f es un homomorfismo de reticulos si para cualesquiera
a, b € R se tiene que

f(aV b) = f(a) V' f(b) y f(a A b) = f(a) N f(b).
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Reticulos Homomorfismos de reticulos

Isomorfismos de reticulos

Sean (R,V,A) y (S,V/,A\) reticulos y sea f : R— S un homomorfismo
entre ambos. Se dice que
i) f es un monomorfismo si f es inyectiva,
ii) f es un epimorfismo si f es suprayectiva,
iii) f es un isomorfismo si f es biyectiva.

Proposicion. Sean (R,<) y (S,<’) reticulos y sea f : R—S una
aplicacién biyectiva. Entonces f es un isomorfismo de reticulos si y solo
si f es un isomorfismo de conjuntos ordenados.

Dem. Si f es un isomorfismo de conjuntos ordenados, por la proposicién
1.8.2, f es un isomorfismo de reticulos.

Reciprocamente, supongamos que f es un isomorfismo de reticulos y
sean a,b € R tales que a < b, entonces f(a) = f(inf<{a,b}) =
inf</{f(a), f(b)} y por tanto f(a) < f(b). Andlogamente, si f(a) < f(b),
entonces f(inf<{a, b}) = inf</{f(a),f(b)} = f(a) y como f es biyectiva,
entonces a = inf<{a, b} y por tanto a < b. Luego f es un isomorfismo de

conjuntos ordenados. )
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Reticulos Reticulos acotados

Reticulos acotados

Se dice que un reticulo es acotado si tiene maximo y minimo. Notaremos
por 1 al méximo y por 0 al minimo.

Ejemplo. (N, |) no es acotado.
Proposicion. Todo reticulo finito es acotado.

Dem. Supongamos que A ={aj,az,...,a,}. Entonces a;Va,V---Va, =
1 pues (a1 V ap V ---V a,) A a; = a; por la propiedad de absorcién y
(a1VaV---Vay,)Va=aVaV---Va,paratodoic{1,2...,n}. Por
otra parte agAaxA---Aa, = 0 pues (a1 AaxA---Aap)Aaj = agAaxA---Aap
y (a1 ANaxA---Aap)Vai = aj (por la propiedad de absorcién) para todo
ie{l,2...,n}.
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Reticulos Reticulos complementarios

Reticulos complementarios

Sea (R,<) un reticulo acotado. Dado a € R se dice que @ € R es
complementario de a si sup{a,a’} =1 e inf{a,a’} = 0. Se dice que (R, <)
es complementario si es acotado y todo elemento tiene complementario.
Ejemplos.

i) (N,]) no es complementario (no es acotado),

ii) (Dp,|) es complementario si y solo si n es producto de nimeros primos
distintos,

iii) (P(X), C) es complementario,
iv) ({0,1}, <) es complementario.

Ejemplos de reticulos complementarios y no complementarios.

SRSy
. Sl . NO . NO [ NO
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Reticulos Reticulos distributivos

Reticulos distributivos

Se dice que un reticulo (R, V, A) es distributivo si para cualesquiera a, b, ¢ €
R se tiene que (aVb)Ac = (anc)V(bAc)y (aAb)Vec=(aVc)A(bVc).
Obsérvese que las dos igualdades se cumplen siempre que aparezcan dos
elementos iguales o alguno de los elementos sea 0 o 1. Ademas, si alguna
igualdad es cierta para a, b, y ¢ también lo es para b, ay c.

Ejemplo. (P(X), C) es distributivo.

Proposiciéon. En un reticulo acotado y distributivo, el complementario de
un elemento, si existe, es tnico. Al tinico complementario de a se le denota
por a’.

Corolario. Si R es acotado y un elemento tiene dos complementarios,
entonces R no es distributivo.
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Reticulos Reticulos distributivos

Reticulos distributivos

Proposiciéon. Un reticulo (R, V,A) es distributivo si y solo si no contiene

un subreticulo isomorfo a

Corolario. (D, |) es distributivo, para todo n € N.
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Algebras de Boole Algebras de Boole

Algebras de Boole

Definicion
Un algebra de Boole es un reticulo complementario y distributivo.

Ejemplos
i) ({0,1}, <) es un dlgebra de Boole,

ii) (Dp,|), con n producto de nimeros primos distintos, es un dlgebra de
Boole,

iii) (P(X),C) es un algebra de Boole.

Propiedades
En todo algebra de Boole A se verifica:
i) (&)’ = a para todo a € A (propiedad involutiva),
i) (avb) =a Ab y(anb) =3 VD, para cualesquiera a,b € A (leyes
de Morgan)
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Algebras de Boole Algebras de Boole

Algebras de Boole

Proposicién

El producto de dlgebras de Boole es un adlgebra de Boole.

Dem. Sean Ay B ialgebras de Boole. Por la proposicién 3.1.13 y 3.1.14,
A x B es un reticulo. Por otra parte 1axg = (1a,18) y Oaxs = (04,0p).
Luego A x B es acotado. También A x B es complementario pues para todo
(a, b) € Ax B se tiene (a,b) = (a', b'). Finalmente, es ficil ver que Ax B
es distributivo y por tanto un algebra de Boole.

Ejemplo
(B",<prop) = ({0,1}", <) es un &lgebra de Boole.
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Algebras de Boole finitas

Teorema

Si A es un dlgebra de Boole finita, existe un conjunto finito C tal que
A~P(C).

Dem. Sea C = {aj,a,...,an} el conjunto de los elementos minimales de
A\ {0}. Es facil ver que para todo a € A existen aj, aj,, ..., a;, € C tales
que a = a; V a;, V---V aj, y que esta expresién es unica (salvo orden).
Este hecho permite definir una biyeccién ¢ : A— P(C) que resulta ser un
isomorfismo de conjuntos ordenados y por tanto de reticulos.
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Algebras de Boole finitas

Teorema

Si C es un conjunto finito con n elementos, entonces las dlgebras de Boole
P(C) y B" son isomorfas (B = {0,1}).

Dem. Si C ={a,c,...,cn}, consideramos

6 : P(C) — B"
{C,'I,C,'z,...,C,'k} — gf)({C,'l,C,'z,...,C,'k}):(bl,bg,...,bn)

donde bj =1 siysolosii€ {i,f,...in}. Esfacil ver que ¢ es biyectiva y
que ¢ y ¢! conservan el orden.

Corolario

Todo algebra de Boole finita es isomorfa a B" para algin n € N. Por tanto,
el diagrama de Hasse de todo algebra de Boole es de tipo ctbico y para
toda dlgebra de Boole finita, existe n € N tal que |A| = 2".
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Funciones booleanas

En esta seccién estudiaremos aplicaciones entre algebras de Boole. Como
toda dalgebra de Boole finita es isomorfa a B" para algin n, y toda
aplicacién f : BK —s B™ tiene m componentes bastara con que estudiemos
las funciones booleanas de la forma f : B"—sB. Estas pueden
ser representadas por expresiones construidas con n variables y las tres
operaciones basicas de las algebras de Boole.

Definicién
Una funcién Booleana es una aplicacién f : A— C entre algebras de Boole

finitas. Puesto que toda algebra de Boole finita es isomorfa a B” para algtin
n, podemos definir funcién boolena como toda aplicacién f : BK — B™.

Observacion

Como toda funcién f : BK — B™ tiene m componentes basta estudiar las
funciones booleanas de la forma f : B"— B.
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Funciones booleanas

Una funcién booleana f : B" — B se puede representar de la siguiente
manera.

Definicion

La tabla de verdad de una funcién Booleana f : B" — B es una tabla del
tipo

Xt | X2 | oo | Xn | (X1, %2, Xn)
010]...] 0] £0,0,...,0)
olol|...| 1] f0,0,...,1)
101 ]... |1 f11,....1)

donde se presentan todos los elementos de B" y sus imagenes
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Funciones booleanas

Ejemplo

La siguiente tabla x| x2 | x3 | f(x1,%,x3)
0j01]O0 1
0011 1
0O(11]0 0
0|11 0
1100 1
1101 0
11110 1
1111 0

es la tabla de verdad de una funcién booleana f : B3 — B.

Ejemplo
Todas las posibles funciones booleanas de grado 2 se pueden representar en
una tabla de verdad conjunta. Existen 16 funciones booleanas de grado 2.
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Expresiones booleanas

Definicion
Definimos el concepto de expresién booleana en n variables xi, x, ..., x, de
forma recursiva del modo siguiente:

i) Las variables x1, x2, . .., x, son expresiones booleanas.
ii) Los simbolos 0 y 1 son expresiones booleanas.

iii) Si E1 y E; son expresiones booleanas, entonces E1 V Ep, Ey A Ep y Ef
son expresiones booleanas.

iv) No hay mas expresiones booleanas que las obtenidas por las reglas
anteriores.

Es inmediato ver que toda expresién booleana en n variables define una
funcién booleana en m variables, para todo m > n.

Si la expresién booleana E(xi,...,x,) define la funcién booleana f
B" — B, diremos que E(xi,...,Xp) representa a f.

Se dice que dos expresiones booleanas son equivalentes si representan la

misma funcién booleana.
MATEMATICA DISCRETA | 0 Relaciones de orden. Algebras de Boole F. Informdtica. UPM 36 / 52



Algebras de Boole Expresiones booleanas

Expresiones booleanas

Teorema

Dada una funcién booleana f : B" — B, existe una expresion booleana
que representa a f.

Dem. Sea S(f) = {b e B"| f(b) = 1}. Para cada b = (b1, bo,...,bp) €
S(f) consideramos E, = x{ Ax3 A---Ax; donde x = x; si bj =1y x = x]

si bj = 0. Entonces E(f) = Vyes(r)Ep representa a f.

Observacion

A cada una de las expresiones Ep, b € S(f) se le llama producto elemental
y a la expresién E(f) = Vbes(r)Eb se le denomina expresién asociada a f
en forma de suma de productos elementales.

Corolario

Dada una expresion booleana E existe otra expresion booleana E'
equivalente a E en forma de suma de productos elementales.
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Simplificacion de expresiones booleanas

La expresién de una funcién booleana en forma de suma de productos
elementales no es en general la mas simple de todas las expresiones
equivalentes que la representan. Por ejemplo E(x,y) = x vy E(x,y) =
(xAy)V(xAy') son expresiones equivalentes. Los métodos de simplificacidn
que veremos se basan en la busqueda de pares de productos elementales que
difieran solamente en una variable, como ocurre en el ejemplo mencionado.
En concreto, estos métodos de simplificacién se basan en el siguiente
resultado.

Teorema

Si E es una expresion booleana en n variables y x,y1 es otra variable,
entonces la expresion E y la expresion E = (E A xpy1) V (E A x],1) son
equivalentes como expresiones en n+ 1 variables.
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Definicion

Para cada n = 2, 3,4 consideramos una cuadricula de 2" cuadrados. Cada
uno de ellos representa un producto elemental, distribuidos de tal forma que

dos productos elementales son adyacentes si y solo si difieren unicamente en
una variable. A efectos de adyacencia, los lados opuestos de la cuadricula

se identifican. Estas cuadriculas son yyyy
X t
y y yyyy x t
X X X t/
X X t
z 7 7 =z z Z 7 =z

El mapa de Karnaugh de una expresién booleana E de n variables (n =
2,3,4) es una cuadricula como las anteriores en la que se han sombreado los
cuadrados correspondientes a los productos que aparecen en una expresion
equivalente de E en forma de suma de productos elementales.
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

En el mapa de Karnaugh de una expresion booleana de n variables

(n = 2,3,4), se llaman rectdngulos simples a los correspondientes a
las expresiones x; y x/, i € {1,2,...,n} y a sus intersecciones k a k
(k=2,...,n).

Ejemplo

Para n = 2, los rectangulos simples son, los correspondientes a las

expresiones x, x', y e y’,

y los correspondientes a las intersecciones dos a dos de estos,
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Observacion (Método de los mapas de Karnaugh)
Consiste en lo siguiente:
i) Representamos el mapa de Karnaugh de E.

ii) Consideramos todos los rectdngulos simples, de tamafio lo mayor
posible, que recubran la zona sombreada del mapa de Karnaugh,
aunque se solapen.

iii) Eliminamos los rectdngulos simples que estén contenidos en la unién
de otros de forma que la zona sombreada quede recubierta por el
menor nlimero de rectdngulos del mayor tamafo posible.

iv) La unidn de las expresiones que quedan al final del proceso es una
expresion simplificada de la expresién original. Esta dependerd de las
elecciones hechas en el proceso.
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Ejemplo
Si el mapa de Karnaugh de E es
yyy'y

~

X X X X
.
I
<

z 2 7z

entonces E =X Ay At VX ANy ANZVX ANy At
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Por otra parte también se puede descomponer
yyyy

X X X X
-

z77z
yportanto E=X'AyAt'VX ANZANtVX Ny At
Es incorrecto descomponer

yyy'y

N
~
<

XX X X
o
I
<
<

z 7z 7z

puesto que los rectangulos simples de la descomposicién han de ser lo mayor
posible.
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Observacion

El método de los mapas de Karnaugh se puede utilizar también para
simplificar funciones que no estén definidas en todo B".

Ejemplo

Sea A = {0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111,1000,1001} el
conjunto de ndmeros del 0 al 9 en notacién binaria y sea f : A— B
tal que f(xyzt) = 0 < xyzt representa un niimero menor que 5. Entonces
el mapa de Karnaugh de f es

/

yyvyy

Il
<
<

~

XXX X
L S

z 2z 7z

luego E=X' ANy AtVX Ay AzVxANy NZ.
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Meétodo de los mapas de Karnaugh

Sin embargo este resultado se puede mejorar si nos fijamos solo en los
valores del dominio de f, y en los puntos no del dominio ponemos ceros o
unos seglin convenga. Entonces se tiene

!\,

yYyyy

~

~

00

~

X X X X
L e
Il
Il
<
<

0
z

7

0
0
z

z Z

y por tanto E =xV (y At)V (y A z).
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Método de Quine-McCluskey

Funciona agrupando sistematicamente productos que difieren en una
variable, a partir de los elementos de s(f), como sigue:

i) Se ordenan los elementos de s(f) por bloques en orden decreciente
segiin el nimero de unos.

ii) Se compara cada elemento de cada bloque con los del bloque
inmediatamente inferior de la forma siguiente: Si dos elementos difieren
en un solo término, se marcan ambos elementos, y se pone en una nueva
lista el elemento obtenido al sustituir el término repetido por un guidn.

iii) Se repite el paso ii) con la nueva lista y se continua este proceso.

iv) Cuando ya no se pueda continuar:

a) Se consideran todos los elementos no marcados de todas las listas,
b) para cada b € B" con f(b) =1 se elige un elemento no marcado:
- Primero elegimos aquellos para los que existe una tnica posibilidad,
- para los restantes se elige la menor cantidad posible de entre aquellos
con mayor cantidad de guiones.

v) La expresién booleana formada por la disyuncién de las expresiones

correspondientes a estos elementos es una expresidon simplificada.
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Método de Quine-McCluskey
Ejemplo

Simplificar la expresién booleana E(x,y,z) = (x Ay Az)V (x Ay AZ).
En este caso tenemos

111
110 * 11-

y con esta dltima lista no se puede continuar. A continuacién
consideramos la siguiente tabla

111 | 110
11- | * *

Luego la expresidn buscada es E(x,y,z) = x A y.
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cuya tabla de verdad es:
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Método de Quine-McCluskey

Ejemplo. Hallar una expresién booleana simplificada de la funcién booleana

x y z t|Exy,zt)
0 0 0 O 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 O 1
0 1 0 1 0
0 1 1 O 1
0 1 1 1 0
1 0 0 O 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0
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Método de Quine-McCluskey

Método de Quine-McCluskey 11 *
En este caso tenemos 1110 * -110 *
1100 * -100 *
1001 * 1-00 * 1.0
0110 * -001 * 00-
0001 * 100- * .00
0100 * 01-0 *
1000 * 000- *
0000 * 0-00 *
-000 *
A continuacién consideramos la siguiente tabla
1110 | 1100 | 1001 | 0110 | 0001 | 0100 | 1000 | 0000
_1_0 * * * *
_00_ * * *
__00 * * * *

Luego la expresién buscada es E(x,y,z,t) = (y At')V (Y A Z).
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Método de Quine-McCluskey

En casa paso NO basta con tomar aquellos sumandos que basten para tapar

los del paso precedente. Por ejemplo, para x y =z t | E(x,y,z,t)
0 0 0 O 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 O 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0O 0
0 1 1 1 1
1 0 0 O 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 O 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
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Método de Quine-McCluskey

En este caso si en la primera simplificacién solo tomamos el menor nimero

de sumandos que cubren los iniciales tendriamos

0111 *
1100 * 011-
0110 * 01-1
0101 * -100
0100 * 0-00
0000 *
que da lugar a la siguiente tabla
0111 | 1100 | 0110 | 0101 | 0100 | 0OOO
011- * *
01-1 * *
-100 * *
0-00 *
con lo que la expresién buscada seria E(x,y,z,t) = (X Ay A z)V

XNy ANt)V(XANZANYYV(yANZ ALY
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Método de Quine-McCluskey

Sin embargo, si lo hacemos comparando todos con todos, incluso cuando
ya han sido cubiertos, tenemos

0111 * 011-
1100 * 01-1
* _
0110 100 oL
0101 * 01-0 *
0100 * 010- *
0000 * 0-00

que da lugar a la siguiente tabla

0111 | 1100 | 0110 | 0101 | 0100 | 0000
-100 * *
0-00 * *
0l-- | * * * *
Luego la expresién buscada es E(x,y,z,t) = (X Ay) V(X' AZ At)V

(yANZ AT
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